MINISTERUL EDUCATIEI AL REPUBLICII MOLDOVA
UNIVERSITATEA DE STAT DIN TIRASPOL
FACULTATEA FIZICA, MATEMATICA S| TEHNOLOGII INFORMATIONALE
CATEDRA ALGEBRA, GEOMETRIE S| TOPOLOGIE

Domeniul general de studiu:
Stiinte ale Educatiei

Specialitatea:
Matematica si Informatica

TEZA DE LICENTA

Tema:

ELEMENTE DE TEORIE A DIVIZIBILITATII
MODELATE INTR-UN SISTEM DE CALCUL ELECTRONIC

Autor:
studentul ciclului I, Dumitru Uzun

Conducator stiintific:
prof. univ., dr. conf. Valeriu Bordan

CHISINAU, 2010



CUPRINS:

[l oo [UTol=T = PP UPOPPUPPUPPPPP 3
Capitolul .TEOREMA DE BAZA A ARITMETICH ....cuvuvvveeeeeeeeeeeeieeeeeeeteeeseeeeees et esssseeseeeaenas 8
[l oo [UTol=T o I PRSP PP PPPPPOPPRPN 8
I.1. Numar intreg (Z) — notiunea matematica si cea a sistemelor de calcul....................... 8
1.2. Numere sistematice. Tntre valoare i reprezentare. .......c.cooeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeenenas 14
[.3. Numerele sistematice in sistemele de calcul electronice. ......cccccevvieerniiiiniieennnenn. 18

l.4. Inele ale claselor de resturi dupa modulul 2" sau tipul INT in sistemele de calcul ....24

I.5. Notiunea de divizibilitate Tn Z. Teorema Impartirii CU rest. .......ccceeeevvveeeeeeeeeeeeeecnnns 27
Capitolul Il. ~ APLICATII TN PROGRAMARE ....eoveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e eneeeeeeeneneeneeeeseeneanas 29
[1.1. Criterii de divizibilitate TN Daza 2........coeeireiieeee e 29

[1.2. Cel mai mare divizor comun si cel mai mic multiplu comun a doua numere intregi. 33

[1.3. Forma canonica a numerelor naturale (N). ..., 39
[1.L4. Descrierea apliCati®i PHP ....ccoooeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee ettt 40
CONCLUZIT ..ttt ettt sttt st e st e sae e bt e e bt e e nbte e bt e sabeesareesnneesanes 43
BIBLIOGRAFIE ...ttt ettt et sttt st e sab e s et e be e e b e s abee st eeeabeesaneenneeenne 45
ANEXA ettt 46

Web App: http://duzun. teol ogi e. net/ mat h/


http://duzun.teologie.net/math/

INTRODUCERE

Matematica in formele cele mai simple a aparut odata cu aparitia omului (homo
sapiens = omul intelept), fara insa sa existe stiinfa matematicii. La inceput oamenii
foloseau doar cateva numere naturale, care erau suficiente pentru rezolvarea
problemelor cu care se confruntau zi de zi (de ex., cati au plecat si cati s-au intors de la
vanatoare).

Descoperirea scrisului a constituit un salt enorm pentru dezvoltarea omenirii,
marcand aparitia civilizatiilor. Dar totodata scrisul a insemnat si un salt pentru
matematicd. In mod natural a apirut necesitatea sistemelor de numeratie pentru a
putea numadra cantitdti din ce in ce mai mari. A aparut posibilitatea Inscrierii
numerelor, ceea ce permitea nu doar memorarea lor pe un suport material, fie nisip,
lut sau papirus, dar si operarea cu numerele in forma scrisa. Acest fapt a extins
posibilitatile folosirii notiunii de numar si a matematicii de atunci in general.

Totusi primele sisteme de numeratie operau cu o multime finita de numere
naturale (de ex. numerele romane?). Adica exista o valoare maxima reprezentabila in
acel sistem, ceea ce insemna ca pe madsura ce aparea necesitatea de a calcula cantitati
mai mari, trebuia de completat sistemul vechi de numeratie cu noi simboluri pentru
noi valori. Din acest motiv omenirea a fost In cautarea unui sistem de numeratie
universal, care sa poata reprezenta orice valoare, oricat de mare. Asa un sistem a fost
gasit - sistemul pozitional de numeratie? de care ne folosim si astazi. Acest sistem, pe
langa faptul ca poate reprezenta valori oricit de mari, este convenabil si pentru
efectuarea operatiilor aritmetice cu numerele scrise, ceea ce aduce un automatism in
efectuarea calculelor, in sensul cda avand un set mic de reguli, poti efectua calcule cu
numere oricat de mari folosind doar aceste reguli. Dar totusi calculele sunt efectuate
de catre om, care este o sursa ,buna” de erori. Odata cu dezvoltarea societatii
(comertul, constructiile, s.a.), oamenii aveau nevoie de metode sau mijloace de calcul

care sa permita efectuarea calculelor rapid si corect.

1 Cifrele romane sunt: I=1, V=5, X=10, L=50, C=100, D=500, M=1000. Valoarea maxima 1n sistemului roman
este: MMMDCCCLXXXVIII = 3888

2 Se stie ca Inca babilonienii foloseau un sistem pozitional de numeratie sexazecimal pentru calculele
calendaristice. Insa sistemul lor avea un neajuns serios - nu exista cifra zero, de aceea numerele 6 si 60 se scriau
la fel, valoare intelegandu-se din context.



Cu 4000 de ani in urma a aparut primul calculator numit abac. Iar In combinatie
cu sistemul pozitional de numeratie, abacul a usurat cu mult utilizarea in calcule a
tabelelor de adunare si inmultire.

Datoritd aparitiei notiunii de logaritm, descoperita de catre John Neper in 1617, a
fost posibila inventarea riglei de calcul de catre matematicianul englez William
Oughtred in 1633, care permitea efectuarea operatiilor de Inmultire si impartire cu
numere foarte mici sau foarte mari.

Primul calculator mecanic care efectua calcule aritmetice independent de agentul
umana a fost construit de catre Blaisse Pascal in anul 1642. Calculatorul lui Pascal
folosea rotitele dintate pentru efectuarea adundrii si sciderii. In 1671, Leibnitz a
construit un calculator mecanic care putea sa efectueze si operatia de inmultire.

Matematica secolului XVII are pretentii mult mai mari decat calculul celor patru
operatii aritmetice. Din acest motiv, calculatorul lui Pascal si al lui Leibnitz n-au
rezolvat principalele doua probleme, cea a corectitudinii rezultatului si a timpului de
calcul, pentru ca necesitau interventia continua a agentului uman la fiecare pas al
calculului. Se simtea nevoia automatizarii intregului proces de calcul pentru diferite
probleme complexe, nu doar pentru efectuarea celor patru operatii aritmetice
(problema rezolvata de aceste doua exemple de calculatoare mecanice).

In 1801, Joseph Jacquard a dezvoltat primul razboi de tesut capabil sa repete un
model In mod automat. Pasii care trebuiau urmati In procesul de tesut erau
determinati de modelul perforatiilor executate pe cartele de hartie.

Inspirat de revolutia industriala de la sfarsitul secolului al XVII-lea si fiind
stapanit de ideea automatismului (in procesul de productie, si nu numai),
matematicianul si inginerul-inventator Charles Babbage in 1837 face prima descriere a
Motorului Analitic - primul calculator digital mecanic de scop general care a anticipat
toate aspectele calculatoarelor moderne. Fiind ales in anul 1828 Profesorul Lucasian
de Matematica al Universitatii Cambridge (aceeasi functie ocupata de Issac Newton),
Charles Babbage in 1839 paraseste catedra pentru a se devota pe deplin crearii
Motorului Analitic. Dar moare in 1871 fnainte de a finisa Motorul siu. Insi ideile lui au

marcat o noua era in istoria dezvoltarii omenirii - era calculatoarelor.



In 1890, Herman Hollerith a folosit ideea reprezentirii informatiei sub forma
perforatiilor in cartele de hartie si a realizat un calculator utilizat pentru Inregistrarea
si prelucrarea datelor din recensamantul din SUA, care a durat astfel doar 3 ani.

Masinile electromagnetice si-au facut aparitia in anii 1920, astfel in aceasta
perioada au fost perfectionate masinile cu cartele perforate.

In anul 1928 Taushek a descoperit principiul tamburului magnetic pentru
inregistrarea informatiei, principiu folosit si azi la calculatoarele PC3, pentru memoria
externa cu dischete.

Profesorul Howard Aiken de la Universitatea Harvard impreuna cu specialistii
firmei IBM Corporation, In 1940 a construit prima masina electromecanica complexa de
calcul, numita Mark 1. Aceasta masina folosea relee electromagnetice controlate
electronic si folosea sistemul de introducere, stocare si prezentare a rezultatelor pe
cartele perforate.

Primul calculator integral electronic a fost creat la cererea armatei SUA in
perioada 1942-1945. La baza functionarii lui sta tehnologia lampilor cu vid pentru
controlul circuitelor electrice.

In 1944 matematicianul John von Neumann a lansat ideea programului
inregistrat, pentru care o masinad de calcul trebuie sa fie dotata cu un dispozitiv de
memorare a datelor si comenzilor, care trebuie sa lucreze cu o viteza mare si trebuie sa
permita inregistrarea simpla si rapidda a informatiei. Astfel au aparut notiunile de
program de prelucrare a algoritmului de rezolvare a unei probleme, a secventelor de
comenzi si memorare de date. Calculatoarele moderne din familia 80x86 (si nu numai)
folosesc structura propusa de Neumann.

Corporatiei IBM i se datoreaza deschiderea pietei de calculatoare personale (PC -
IBM compatibile). Acest pas a marcat patrunderea calculatoarelor in viata oamenilor
de rand.

Ca un fir rosu prin istoria aparitiei masinilor de calcul trece ideea automatizarii

procesului de calcul pentru economii de timp si obtinerea rezultatelor corecte. Frumos

3 Personal Computer - Calculator Personal sau Microcalculator (are in calitate de Unitate Centralad de Procesare
un microprocesor)



a enuntat aceasta problema primul programator, contesa Ada Augusta, In notele sale
asupra masinii lui Babbage:

L»Acele munci care fac parte din diferite ramuri ale stiintelor matematice, desi la
prima vedere par a fi exclusiv din domeniul intelectului, pot totusi sa fie impartite in
doud sectiuni distincte, dintre care una poate fi numitd mecanicd, pentru cd
este supusd unor legi precise si invariabile, care sunt capabile de a fi exprimate prin
intermediul operatiunilor cu materia, in timp ce cealalta, necesitind interventia
rationalului, tine in mod mai special de domeniul intelegerii. Admitind acest lucru, am
putea propune sd executim pe mijloace mecanice ramura mecanicd a acestor munci,
rezervand-o pentru intelectul pur pe cea care depinde de facultdtile rationalului. Astfel,
exactitatea rigida a acelor legi care reglementeazd calcule numerice trebuie adesea sa
fi sugerat folosirea instrumentelor materiale, fie pentru a executa toate calculele de
acest fel sau doar pentru a le scurta...” (citat tradus din engleza, sursa [3])

In zilele noastre existd asa un instrument - calculatorul. Sub diferite forme si cu
diferite caracteristici, calculatoarele moderne il insotesc pe om in aproape toate
activitatile sale, nu doar in cercetare sau pentru a efectua calcule. Calculatoarele sunt
prezente in cele mai multe dispozitive electrice pe care le foloseste omul (telefon
mobil, televizor, masind de spalat, automobil etc.). Indiferent de functiile indeplinite
sau de structura fizica, toate calculatoarele moderne au un aspect comun - ele pot fi
programate! lar programele sunt scrise de oameni.

Dupa cum a observat Ada Augusta, nu toate operatiile si conceptiile mentale pot fi
efectuate de catre calculator (programate). Un calculator idealizat este o masina
Turing-completa, cu deosebirea ca este limitat in memorie. Astfel, conform Conjecturii
Church-Turing, calculatorul poate rezolva orice problema bazata pe o procedura
algoritmica.

Calculatoarele electronice moderne sunt discrete, de aceea opereaza in mod
natural cu numere intregi. Pentru a intelege mai bine modul in care un calculator
opereazad cu numerele si pentru a putea alcatui algoritmi cat mai optimi, este absolut
indispensabila intelegerea implementdrii numerelor sistematice in lumea

calculatoarelor electronice.



Mi-am propus sa creez un sistem web extensibil care sa permita vizitatorilor sa
exploreze teoria impartirii cu rest si implementarea unor notiuni din aceasta teorie in
sistemele de calcul, iar programatorilor sa foloseasca si sa extinda acest sistem pentru
alte aplicatii. Sistemul consta din doua parti mari importante:

1. bibliotecile de functii si clase scrise in limbajul PHP;
2. aplicatia web care foloseste aceste biblioteci prin functii API4.

Am ales limbajul PHP din urmatoarele motive: securitate, flexibilitate,
accesibilitate. Aplicatiile web sunt foarte usor de accesat, din orice sistem de operare
cu posibilitati de navigare web. Limbajul PHP este usor de invatat si de utilizat, iar
codul sursa de pe server nu este accesibili vizitatorilor.

Insa aplicatiile PHP sunt limitate in timp de executie si memorie operativa
disponibila, de aceea bibliotecile trebuie sa foloseasca la maxim instrumentele oferite
de limbaj pentru optimizarea algoritmilor. In acest scop se folosesc conceptiile si
principiile descrise in lucrarea de fata.

Aceasta lucrare reprezinta un studiu al implementarii notiunilor teoriei impartirii
cu rest In sistemele de calcul din familia 80x86, care sunt cele mai raspandite in zilele
noastre. O deosebita atentie se acorda notiunii de numar intreg in sistemele de calcul si

a operatiilor cu aceste numere.

4 Application Programmable Interface - Interfata Programabilad de Aplicatie



CAPITOLULI. TEOREMA DE BAZA A ARITMETICII

Introducere

In acest capitolul se studiazd conceptiile de bazid necesare pentru utilizarea
notiunii de numar intreg in sistemele de calcul electronice si se prezinta unele principii
folosite la crearea bibliotecilor de clase si functii ale aplicatiei web mentionate in
introducere. Fiecare concept nou este insotit de exemple si descrieri. Dupa caz, se
compara notiunea matematica cu cea a sistemelor de calcul, asemanarile si deosebirile
dintre acestea si specificul implementarii notiunii date pe calculator. Textul foloseste
alternativ notiunile Unitatea Centrald de Procesare (UCP)- si procesor, cifra binara si

bits, cuvint al procesorului si cuvant, intelegandu-se aceeasi notiune.

.1. Numar intreg (Z) — notiunea matematica si cea a sistemelor de calcul.

~Multimea numerelor intregi este creatie a lui Dumnezeu,

2

iar restul matematicii este alcatuita de oameni”
Kroneker

Notiunea de numadr, ca si majoritatea notiunilor in matematica, a aparut din
necesitatile practice ale omului. Primele numere descoperite de om au fost cele
naturale, mai exact numerele: 1, 2, 3, ... (zero inca nu exista). In antichitate, grecii au
dat o interpretare si pentru numerele negative, motivind necesitatea numerelor
intregi si astfel extinzand multimea numerelor cunoscute de catre omenire.

La inceputul secolului XX, savantul si matematicianul Peano a axiomatizat
sistemul numerelor naturale, iar sistemul numerelor intregi se obtine ca o constructie
din elemente numere naturale (orice numar Intreg z poate fi scris ca diferenta a doua
numere naturale uz-v). Deci un numar intreg reprezintd o imbinare Intre numar si

algoritm.

5 Din eng. CPU - Central Processing Unit. Este microprocesorul central in PC-uri care executd toate operatiile
aritmetice si logie. Conform Arhitecturii Von Newman, calculatorul trebuie sa aiba o Unitate Centrald de
Procesare. Familia de calculatoare 80x86 foloseste anume aceasta arhitectura. Textul de fata foloseste notiunea
de UCP referindu-se la familia de microprocesorul 80x86.

6 Un bit este o cifrd binara reprezentatd de o celula de memorie care poate contine una din doua valori: 0 sau 1.
(eng. bit= binary digit)



In sistemele de calcul pentru reprezentarea unui numar se foloseste o anumita

cantitate de memorie. Numerele pot fi reprezentate grafic, simbolic sau cantitativ.

» Grafic

» Simbolic

» Cantitativ

poate fi reprezentata practic orice notatie folosita de catre om, dar de
reguld este destinata numai omului, calculatorul nefiind abil sa opereze
cu continutul semantic al acestor reprezentari.

se poate reprezenta orice numar format din litere, cifre si alte simboluri
ASCII7, de ex. 256’, ‘-45’, ‘unsprezece’, ‘2.56E+3’ etc. Ca reguld aceasta
reprezentare se foloseste pentru afisarea numerelor sau pentru citirea
de la consolas, dar nu si pentru operarea cu valoarea lor.

se pot reprezenta DOAR NUMERE NATURALE, in sensul ca
reprezentarea numarului in baza 2 coincide cu secventa de biti din
memorie, fara nici o codificare sau transformare. De aceea voi numi
aceasta reprezentare binara. Alte numere (precum cele intregi sau reale)
sunt o combinatie dintre un algoritm si unul sau mai multe numere
naturale. De fapt toata memoria de n octeti? a unui calculator poate fi

privita ca un numar intreg de 8% n cifre binare.

Indiferent de modul cum interpretam numerele sau de felul cum sunt

reprezentate pe diferite dispozitive periferice, pentru UCP a unui calculator din familia

80x86 exista un singur ,fel” de numere, si anume numere naturale binare cu o lungime

fixatd. Un astfel de numar se numeste ,cuvant al procesorului” (processor word) sau

simplu - ,cuvant”. Un cuvant al procesorului de lungimea n este un grup de n biti (sau

un numar din # cifre binare) care sunt procesati impreund. De lungimea cuvantului

depinde arhitectura microprocesorului si multe aspecte de functionare, de aceea

lungimea cuvantului se mai numeste ,marimea procesorului”. Calculatoarele moderne

caregula au UCP de 16, 32 sau 64 biti, dar se Intdlnesc si alte marimi.

[ata multimea valorilor unui cuvant de lungimea m: N.={0, 1, 2, .., 2"-1}.

7 American Standard Codification for Information Interchange - un tabel de 256 de simboluri codificate pe un

octet.

8 Sistem de dispozitive de intrare si de iesire (a datelor) conectat la un calculator.

9 Un octet este o secventi de opt biti consecutivi (de memorie). In familia de procesoare 80x86 este cantitatea
minima de informatie procesata intr-o singura instructiune.



Cel mai mare numar binar format din z cifre este 22-1. In tabelul de mai jos sunt

prezentate valorile maxime reprezentabile pe cuvantul procesorului de lungimea

n Binar Hexazecimal Zecimal

4 1111 F 15
8 11111111 FF 255
16 11111111 111111112 FF FF 65 535

3211111111 11111111 11111111 11111111 |FF FF FF FF| 4 294 967 295

64 11111111 111111171 112111111 11111111 |FF FF FF FF| 18 446 744 073
11111111 11111111 112111111 11111111 |FF FF FF FF 709 551 615

Asadar, orice operatie aritmetica (sau logicd) efectuata de catre microprocesor
este limitatd la operanzi de valori nu mai mari decat cele specificate in tabelul de mai
sus (in functie de lungimea cuvantului). Mai mult ca atat, rezultatul operatiei la fel nu
trebuie sa depaseasca valoarea maxima reprezentabila pe cuvantul procesorului, in caz
contrar rezultatul fiind diferit de cel asteptat. Sa vedem cum UCP efectueaza operatiile
aritmetice de baza:

Adunarea: Vom considera cuvantul de opt biti (sau numere de maxim opt cifre
binare). Valoarea maxima continuta intr-un cuvant este 1111 1111, = 2551¢. Care va
fi rezultatul operatiei ,,255 + 1”? Corect matematic ar fi 256 = 28, care este un numar
binar de noua cifre -1 0000 0000: - si de aceea nu ,incape” in cuvantul procesorului
de capacitate opt biti. Din acest motiv ultima cifra care este ,1” (in ordinea efectuarii
operatiei de adunare) se ignora, rezultatul obtinut fiind ,0000 0000” (valoarea zero),
ceea ce ne Indreptateste sa scriem egalitatea: 255 + 1 = 0. Pentru a face distinctie intre
egalitatea matematica si egalitatea numerelor in calculator, pe ultima o voi nota prin
,==", care este operatorul de comparatie in mai multe limbaje de programare precum
C, PHP, JS, s.a. Astfel 255 + 1 == 0 si 255 + 1 = 256. Simbolul ,==" la fel denota o
egalitate matematica a valorilor, insa se compara valorile care se contin in cuvantul
procesorului dat (sau variabila data).

Cifra ignorata ,1” se numeste bitul de transport (carry bit), iar in situatia descrisa
mai sus operatia se numeste cu transport. Usor se observa ca la efectuarea operatiei de
adunare transportul poate fi doar 1 sau 0 (adica poate lipsi).

Inmultirea si impartirea: O situatie similara este si in cazul operatiei de inmultire.

La inmultirea a doua numere de cate n cifre fiecare (indiferent de baza aleasa) se poate
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obtine un numar de 2n cifre in aceeasi baza. De aceea UCP foloseste doua cuvinte
pentru reprezentarea rezultatului inmultirii a doua numere de lungimea cuvantului. La
fel pentru operatia de impartire foloseste doua cuvinte: unul pentru catul si altul
pentru restul impdrtirii. Insd in limbajele de programare de nivel mediu si tnalt este
accesibil doar un cuvant din cele doua ale rezultatului operatiilor multiplicative. De
aceea pentru a obtine catul si restul impartirii se efectueaza operatia de impartire de
doua ori, pentru cat si rest cate o data. Iar la Inmultire cuvantul superior se ignora (de
ex., pe patru biti: 1111, x 1111, == 0001, sau 15x15==1).

Scaderea: Scaderea numerelor naturale nu este operatie algebrica, deoarece
existda numere naturale diferenta carora nu este un numar natural (a-b <0 & a <b).
Calculatorul, ins3, foloseste o alta interpretare a notiunii de numar, astfel ca scaderea
este operatie algebrica chiar si in multimea numerelor naturale (ale cuvintelor
procesorului). Acest fapt se datoreaza modului de efectuare a operatiei de adunare,
scaderea fiind operatia inversa a adunarii. Conform definitiei operatiei de scadere care
se Invata In scoala, a-b = c daca si numai daca c + b = a. Folosind exemplul de mai
sus, din egalitatea ,255 + 1 == 0” obtinem: 0 - 1 == 255, adica scazand un numar mai
mare din altul mai mic obtinem un numar pozitiv, deci natural. Dacd omitem
descazutul, obtinem o egalitate stranie din punct de vedere matematic: -1 == 255.
Explicatia este simpla: cand dintr-un numar mai mic se scade unul mai mare (de ex. 0 -
1), la numarul mai mic se adauga bitul de transport (care se ignora la operatia de

adunare), apoi se efectueaza scaderea.
00000000, — 00000001, == 1 00000000, — 00000001, = 11111111,

Se poate usor de verificat ca multimea numerelor naturale impreuna cu operatiile
de adunare si inmultire definite mai sus formeaza inel (Zc, unde ¢ = 2n, n - lungimea
cuvantului procesorului).

Daca consideram numerele intregi ca o extindere a numerelor naturale pe baza
operatiei de scadere, putem identifica numerele naturale cu cele intregi, si anume:
orice numar intreg z poate fi scris ca diferenta u - v a doua numere naturale. Dar
pentru ca diferenta u - v a doua cuvinte ale UCP la fel este un numar natural, apare
necesitatea definirii numerelor negative. Multimea valorilor unui cuvant este 2n. E

natural ca jumatate din aceste valori sa reprezinte numere negative si jumatate -
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numere pozitive si zero. Putem construi multimea de valori intregi pentru o lungime
data a cuvantului procesorului astfel:

Zy = {-2"1 -2"™1l+1, -2™Y+2, ., -1, 0, 1, .., 2"i-1}.
De ex.:

Ne = {0, 1, 2, .., 255},

Zg = {-128, -127, .., -1, 0, 1, .., 127},

ord(Ng) = ord(Zs) = 2% = 256.

Observam caord(N,) =ord(Z,) =2",adicaN, = Z,.

Fie aplicatiaw: N, - Z,, definita astfel:

X - 2" daci x = 2"

w(x) = x, dacax < 2" si@(x)

wl(y) =y, dacdy =2 0 siwl(y) =y + 2", daciy < O.

Functia w este izomorfism si reprezinta legatura dintre valoarea unui numar
intreg pe un cuvant (valoarea totdeauna este numar natural) si interpretarea acesteia.

Mai sus am mentionat ca -1 == 255. Apare intrebarea: Cum de identificat
numerele negative? Observam ca toate numerele negative sunt mai mari sau egale cu
-2n-1 adica au bitul superior 1. Pentru numerele intregi, prin conventie, daca bitul
superior este 1, numarul se considera negativ, altfel numarul se considera nenegativ.

Sa examinam reprezentarea binara a Zs:

Zecimal Binar Zecimal Binar

0 | 0000 0000 128 == -128| 1000 0000

1| 0000 0001 129 == -127 | 1000 0001

126 | 0111 1110 254 == - 1111 1110

127 | 0111 1111 255 == - 1111 1111
Observam ca -0 == 0 si -2n1 == 2n-1, De aceasta proprietate se bucura doar

aceste doua valori.

Se poate demonstra ca operatiile de adunare si scadere astfel definite pe cuvintele
procesorului nu depind de interpretarea valorii acestora (fie ca numarul se considera
intreg sau natural).

Insd operatiile de inmultire si impirtire se efectueazi diferit in functie de
interpretarea valorilor. Astfel, daca se doreste Inmultirea a doua numere naturale, se

alege o instructiune a UCP (in limbajul ASM este rul ), iar daca se doreste inmultirea
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acelorasi valori, dar ca numere intregi, se alege alta instructiune a UCP (i mul).
Analogic pentru impartire (instructiunile di v sii di v).

In limbajele de programare de nivel mediu sau fnalt de alegerea operatiei
corespunzdtoare pentru numere intregi sau naturale se ocupa compilatorull® sau
interpretorul, in functie de tipul de date al operanzilor. Deci tipul de date este o
constructie a limbajului respectiv, dar nu a UCP. Pentru UCP conteaza doar
dimensiunea datelor si instructiunea de efectuat, iar instructiunile simple (care se
executd la un singur tact al ceasului procesorului) se efectueaza doar asupra datelor de
dimensiuni nu mai mari decat marimea procesorului.

Indiferent de instructiunea aleasa pentru operatia multiplicativa, in limbajele de
nivel mediu si inalt, operatia se efectueaza conform descrierii de mai sus. Si anume: la
inmultire, cuvantul superior al produsului se trunchiaza, iar la impartire rezultatul e
format din doua cuvinte - unul pentru cat si altul pentru rest.

In baza acestor reguli se poate afirma ca in sistemele de calcul moderne nu exista
numere naturale/intregi autentice, dar exista clase de resturi dupa modulul 22, unde n

este lungimea cuvantului UCP.

10 Un program special care transforma codul sursa scris Intr-un limbaj de programare accesibil omului in
cod-masina.
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[.2. Numere sistematice. Intre valoare si reprezentare.

Pentru ca omul sa poata intelege si folosi o notiune abstracta are nevoie de o
experienta de interactiuni cu obiecte concrete din volumul notiunii date. Apoi, in baza
experientei, poate opera mintal cu notiunea abstractd formatd/invatata prin
experientd. De altfel asa au aparut majoritatea cuvintelor din orice limba, prin
abstractizarea unor obiecte des Intalnite in viata cotidiand. Spre exemplu, in limba
stramosilor nostri existau notiunile ,mar”, ,par”, ,nuc”, insa nu exista notiunea ,copac”,
care a aparut mai tarziu.

Orice numar este o abstractie. lar notiunea de numar este o abstractie si mai
mare. De aceea, pentru ca omul sa Insuseasca si sa poata folosi numerele are nevoie de
o experientd de interactiuni cu fiecare numar. Numerele mici se insusesc foarte usor,
fiind cel mai des intalnite In viata de zi cu zi, ceea ce nu se poate spune despre
numerele mari. Insi chiar dacd omul nu poate percepe o valoare mare, totusi el poate
efectua operatii concrete cu aceasta valoare si o poate comunica si altor oameni ca
entitate de informatie. Omul nu ar putea opera cu numere mari fara un sistem de
numeratie, datorita naturii abstracte a acestora si a cantitatii de numere existente.

Se poate spune ca un sistem de numeratie este un set de reguli si de numere
cunoscute care permite reprezentarea sau/si efectuarea unor operatii cu o multime
mai mare de numere, finitd sau infinitd. Numerele cunoscute se numesc cifre si de
regula numarul lor este foarte mic (cel putin una). Fiecare cifra, prin conventie, poate
fi reprezentata de un simbol (grafic, sonor, electronic etc.) in mod univoc. Operatiile
asupra cifrelor la fel trebuie sa fie cunoscute/definite.

O trasatura importanta a operatiilor asupra numerelor este faptul ca operatiile nu
depind de sistemul de numeratie ales. Sistemul ,are grija” de reprezentarea sub o
anumita forma a numarului, dar ,nu atinge” valoarea acestuia. De exemplu, doi plus doi
este patru in orice sistem de numeratie. Insa in functie de sistemul ales, putem defini si
regula de efectuare a operatiei date. Anume regula de efectuare a operatiei depinde de
sistemul ales, dar nu si rezultatul operatiei.

Cel mai raspandit sistem de numeratie din zilele noastre este sistemul pozitional

de numeratie, in care valoarea fiecarei cifre este determinata de pozitia acesteia in
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numadr. Cantitatea de cifre dintr-un sistem pozitional de numeratie se numeste baza
sistemului si este proprietatea caracteristica a sistemului pozitional. Data fiind natura
acestui sistem, baza trebuie sa fie nu mai mica decat doi.
Sd notam baza sistemului pozitional prin b si setul de cifre prin C» = {0, 1, ..., b-
1}. Atunci o N, ase reprezintain baza b astfel:
a = ab" + ap..b"t + . + ath + ap, a Cw, i {0, 1, .., n}. (D)
Vom numi a, prima cifra a numarului a, iar ap; — ultima cifra. Numarul i este
pozitia cifrei a; . Pozitia n 0 vom numi pozitia superioara, iar 0 — pozitia inferioara.
Daca notam a = a(b), obtinem o expresie de forma unui polinom peste Cn, pe
care formal o putem nota astfel:
a(b)= asb" + an.:b™?* + .. + azb + ag, a Cn )
Desigur a(b) nu e polinom, deoarece Cpr nu e domeniu de integritate. Coeficientii
a; In baza b sunt de aceeasi natura cu ,necunoscuta” b, adica numere, insa a; <b. Dupa
cum am mentionat mai sus, valoarea numarului o nu depinde de baza, insa pentru a
desemna anumite proprietati ale numarului a scris intr-o anumita baza, vom nota

a(b) =ab. Numarul op scris in baza b se numeste numir sistematic. In mod obisnuit,

numarul a in baza b se scrie astfel: (a,an. 1..a1a0) b.

Exemplu: 352g=(3x82 + 5x8 + 2)16=(EA) 15=(14x16 + 10)10=23419

Folosind un sistem pozitional de numeratie, daca sunt definite operatiile de
adunare si inmultire a cifrelor (sunt date tabelele de adunare si de inmultire), poate fi
calculata suma si produsul oricaror numere sistematice.

Tnca un avantaj important al numerelor sistematice este posibilitatea manipularii
cifrelor numarului, folosirea criteriilor de divizibilitate specifice unei baze, definirea de
alte operatii asupra cifrelor distincte si aplicarea algoritmilor asupra numarului pe
baza cifrelor acestuia (de ex., inmultirea cu b se obtine prin deplasarea cifrelor cu n
pozitii la stanga).

Pentru a folosi avantajele numerelor sistematice in sistemele de calcul,
consideram urmatoarele principii:

Principiul 1 (recursivitatea reprezentarii): Deoarece cifrele Cp la fel sunt numere,

acestea la fel pot fi scrise intr-o anumita baza conform regulilor de mai sus si invers —
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orice numar sistematic ap scris in baza b poate servi drept cifra pentru inscrierea altui
numar (mai mare) intr-o anumita baza, respectand restrictia de inscriere o < bp, unde
by > b este noua baza, iar numarul ap este cifra in baza bs. Acest principiu poate fi
aplicat recursiv ori de cate ori dorim.

Noua baza b poate deveni destul de mare si incomoda la aplicarea in practica de
catre om din cauza numarului mare de simboluri necesare pentru fiecare cifra.
Sistemele de calcul, Tnsd, nu au nevoie de simboluri speciale pentru a opera cu
numerele sistematice si principiul recursiv de reprezentare a numarului in alta baza
poate fi aplicat cu succes.

Tn cazul cand noua baza by are forma bx, fiecare grup de x cifre consecutive ale o
formeaza o cifra a numarului ap*. De exemplu, pentru x = 4 si n = 4k+2 avem:

a(b* = (agtaib+asb’+azbh’®) + (astasb+agh’+a;b’) xb* + .. +
+ ( an-6"‘an-Slh"*'an-4[t'i’2"'an-3]]-"93) x( ]b4) 1+ (an-2tan. 1[h’+an[h’2) x( [h’4) “

Daca deschidem parantezele, obtinem reprezentarea Q.

Este mai usor de operat cu asemenea numere, deoarece pozitia cifrelor la diferite
operatii se calculeaza simplu.

Principiul 2 (pastrarea structurii): Daca numarul sistematic vz se obtine n
rezultatul efectuarii unei operatii an B Si pe pozitia i a numarului vy se obtine un
numar c; = b (sa zicem, din ,neatentia” algoritmului), atunci din Tnscrierea numarului c;
in baza b ultima cifra se plaseaza pe pozitia i a v, iar numarul format din restul
cifrelor ¢; se aduna la cifra urmatoare c; .1, respectand acest principiu si pentru pozitia
i +1.

Regula aceasta este valabila pentru orice operatie in rezultatul careia pe o
anumita pozitie se obtin cifre mai mari sau egale cu baza. Astfel operatiile de adunare
si de iTnmultire a doua numere sistematice pot fi efectuate asemanator cu operatiile
omoloage pentru polinoame, aplicand principiul de mai sus.

Prin analogie cu polinoamele, in Tnscrierea (2) a numarului sistematic ar vom

consideraa, # 0 si notam grad(as) = n.
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lata cateva proprietati ale numerelor sistematice:

1°. op, B, grad(aw)= m, grad(Bs)= n, grad(os + Bs) = Kk,
(k = max{m, n}) v (k = max{m, n} + 1) ;
2°. Ow,Bw, grad(as)= m, grad(Bs)= n, grad(os x PBn) = Kk,

k =m+ n.

Proprietatile de mai sus rezulta direct din regulile de adunare si de inmultire a
doua numere sistematice.

Se cunosc mai multe reguli de conversie a numerelor sistematice dintr-o baza in
alta. Daca conversia este efectuatda de catre om, de reguld se foloseste baza zece ca
intermediara, dat fiind faptul ca cei mai multi dintre oameni cunosc bine numerele
zecimale si operatiile aritmetice cu acestea. In general, Insd, nu e nevoie de o bazi
intermediara.

La esenta conversiei bazei numerelor sistematice sta relatia dintre cifrele
numarului Tn baza noua si Tnsasi noua baza: ai* < b".

Cu ajutorul unor operatii de impartire succesive, se pot obtine cifrele numarului
sistematic Tn baza noua. Si anume, impartind numarului a la baza noua b*, obtinem
ultima cifra ao* @ numarului a in baza b, iar catul impartirii q» = [a / b‘] reprezinta
numarul o in baza b‘ fara ultima cifra. Repetand procedeul pentru numarul qi,
obtinem ai* si g2, apoi az* si gs, s.am.d. In sfarsit se obtine qm+1 = O si reprezentarea
numarului a(b‘) = an'b"™ + an.1‘br1* + ... +ar'b* + ao".

Observatie: Pentru conversia unei baze mai mare n alta mai mica, poate fi aplicat

principiul 2de mai sus.
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I.3. Numerele sistematice in sistemele de calcul electronice.

Sistemele de calcul electronice moderne folosesc impulsul electric pentru
codificarea informatiei. Din mai multe motive tehnice si tehnologice, informatia se
codifica binar. Valoarea 1 corespunde impulsului electric, iar valoarea 0 corespunde
lipsei impulsului electric. Analogic se procedeaza la codificarea datelor memorate: o
celula de memorie se numeste bit si poate avea doua stari —inchis pentru 1 si deschis
pentru 0. De aceea sistemul de numeratie folosit de catre astfel de sisteme de calcul
este cel binar.

Sistemul pozitional de baza doi, pe langa faptul ca este minim, mai are ceva
special fata de celelalte baze, si anume poate folosi ca cifre valorile booleene ADEVA si
FALS, corespunzatoare valorilor numerice 1 si 0, respectiv. Folosind avantajul
inscrierii pozitionale a numerelor sistematice, putem aplica operatiile logice asupra
numerelor cifra cu cifra.

Sa consideram numerele a = 15534 Si B = 1320 pe un cuvant al procesorului de 8
biti. Vom efectua urmatoarele operatii logice asupra numerelor o si B cifra cu cifra (bit

cu bit): si (&), sau (]), sau exclusiv (), negatia (~).

Notatia | Valoarea binara Valoarea zecimala

o 1001 1011 155
B 1000 0100 132
o & P 1000 0000 128
a | B 1001 1111 159
a~ B 0001 1111 31

~a 0110 0100 100
~B 0111 1011 123

Operatiile bit cu bit au echivalente logice. Prin conventie (dar si regulda a unor
limbaje de programare de tipul C, Modulo-2, PHP, s.a.), in operatiile logice valoarea O

se evalueaza FALS, iar orice valoare diferita de O se evalueazi ADEVAR.
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Operatii cu cifrele numerelor binare:

UCP a unui sistem de calcul electronic efectueaza operatii logice si aritmetice cu
numere binare de lungimea cuvantului procesorului. Tn afara de operatiile aritmetice,
UCP mai efectueaza si alte operatii de manipulare a datelor. Tns& nu toate instructiunile
procesorului sunt disponibile in limbajele de programare de nivel mediu sau Tnalt. Tn
afara de instructiunile enumerate mai sus, limbajele de programare de nivel mediu si
inalt mai implementeaza un tip de instructiuni pentru manipularea numerelor
sistematice Tn baza doi: deplasarile logice si aritmetice.

Deplasarile logice sunt de doua tipuri: la stanga si la dreapta. O deplasare la
stanga cu n pozitii (binare) adauga la dreapta numarului n cifre de 0, iar primele n
cifre ale numarului (cifrele superioare) se trunchiaza, pastrandu-se astfel lungimea
cuvantului. Deplasarea logica la dreapta este analogica.

De exemplu, sa deplasdm numarul 21110 cu 3 pozitii la stanga:

11101001, 3 == 01001000,

Deplasarile aritmetice sunt asemanatoare cu cele logice, cu unica deosebire ca
deplasarea aritmetica la dreapta pastreaza semnul numerelor intregi, adica nu adauga
totdeauna cifra O la stdnga numarului, ci bitul de semn, care poate fi 0 sau 1.

10001010, 4 == 11111000, (-118 4 = -3) 1

01110110, 4 == 00000111,, ( 118 4 3) 10

Observam ca n deplasari la stanga sunt echivalente cu inmultirea numarului cu 2,

ilar n deplasari la dreapta — cu impartirea la 2n. Din punct de vedere aritmetic,
deplasarile aritmetice se deosebesc de cele logice prin faptul ca pastreaza semnul
numerelor negative si deci pot fi folosite pentru operatia de inmultire si impartire cu
2n,n conformitate cu reprezentarea numerelor negative.

Operatiile multiplicative aritmetice consuma cele mai multe cicluri ale UCP din
familia de procesoare 80x86. In special operatia de impartire consuméa cel mai mult
timp al UCP. Deplasarile, insa, sunt dintre cele mai rapide instructiuni. Astfel, de fiecare
datd cand este posibil, se recomanda folosirea deplasarilor in locul operatiilor
multiplicative.

Inmultirea cu ajutorul deplasarilor usor se efectueazd mai ales cand avem

constante. De ex., pentru a inmulti un numar o cu 10, procedam astfel:
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ax 10 = 2a + 2% = (a 1) + (a 3)

Chiar daca se efectueaza trei operatii in loc de o inmultire, totusi acestea trei
impreuna (doua deplasari si o adunare) se executa mai repede intr-un sistem din
familia 80x86.

Cu ajutorul operatiilor logice bit cu bit si a operatiilor de deplasare putem

manipula cifrele numarului sistematic in baza doi.

Citirea unei cifre binare din cuvant:

In unele situatii este nevoie de citit o cifrd a numarului binar, adic de determinat
daca cifra de pe pozitiai este 0 sau 1. Cu acest scop se foloseste un numar auxiliar m
numit masca si operatia & (si bit cu bit). Masca are pe pozitia i cifra 1, iar restul
cifrelor egale cu 0.

01101101 01101101

00100000 & 00000010 &
00100000 00000000
TRUE FALSE

Masca musor poate fi obtinut aplicind deplasarea la stanga. In concluzie, pentru a

obtine cifra de pe pozitia n a numarului o, procedam astfel: a & (1 n).

Scrierea unei cifre binare in cuvant:

1. Daca se doreste scrierea cifrei 0 pe 0 anumita pozitie a numarului binar, se

poate folosi acelasi procedeu ca si la citirea unui bit, Tnsa in acest caz masca are toti

bitii 1, cu exceptia bitului de pe pozitia unde se scrie 0:

01101101 01101101

11011111 & 11111101

01001101 01101101
Masca poate fi obtinuta printr-o deplasare si o negatie:
~(1 5) == ~00100000 == 11011111

2. Scrierea cifrei 1 pe o pozitie dorita a numarului binar se face cu ajutorul

operatiei | (sau bit cu bit):

01101101
00010000
01111101
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3. Algoritmul ce urmeaza scrie o cifra arbitrara b pe o pozitie arbitrara n a
numarului binar ax:
a:=0a & ~(1 n); // scriemO pe pozitia n

a:=a”™ (b n); // scriemb pe pozitia n. 0~ b ==

Obtinerea unei secvente de cifre binare consecutive:

Deseori este nevoie de obtinut un numar cu o secventa de biti 0 sau 1 consecutivi
de o lungime data, pe o pozitie data. Daca avem o secventa de biti 1, prin negatie se
obtine aceeasi secventa de biti 0 (~00111000 = 11000111). Deci e suficient sa gasim
un algoritm pentru generarea unei secvente de n cifre consecutive de 1.

Observam ca (2"-1)10 = (2™M42"2+2" 3+ +4+2+1)5 = 111..111,, iar
2"=1 n. De aici avem algoritmul de generare a numarului a format din n cifre de 1:
a = (1 n) — 1.

Daca e specificata pozitia p pe care se doreste de obtinut secventa, se aplica

aceste instructiuni:a = ((1 n)-1) p.

Proprietati ale negatiei bit cu bit:
1°. ~0 == -1
Ex. pe 8 biti: ~00000000

11111111 = 1 00000000 — 1 = -1

2°. ~a == ~0-a

Ex. pe 8 biti: ~10101011 11111111 - 10101011 = 01010100
3°. ~(a+B)=~a+~pB+1

Intr-adevar: ~(o+B) == (~0-0-PB)+(1-1) == ~0-a + ~0-B + 1
4°.  ~(@ x B) == —COx(-P) — a — B.

Tn baza celor expuse mai sus, se poate spune ca pentru operatii cu numere intr-un
sistem de calcul electronic cel mai convenabil este sa consideram numerele in
sistemul binar de numeratie. Insa sistemul binar este incomod pentru om, inscrierea
numerelor in aceasta baza fiind prea lunga. lar conversia din baza doi in baza zece
»-ascunde” structura numarului binar. De aceea programatorii cel mai des folosesc

numere sistematice in baze puteri ale lui doi, cu ar fi 8 sau 16. Aceste numere se
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bucura de proprietatile reprezentarii recursive a numerelor sistematice de forma 2n
(8 =23,16 =24).

Astfel se obtin numere intr-o baza apropiata de cea familiara noua (10), dar din
care usor se vede structura numarului bina pe care 1l reprezinta, si anume: in baza 8
fiecare grup de trei cifre binare consecutive formeaza o cifra octala, iar in baza 16 —
fiecare grup de patru cifre binare constituie reprezinta o cifra hexazecimala.

Prezentam tabelul de conversie din baza 2 in baza 8 si 16:

Binar Octal Binar Hexazecimal | Zecimal
000 0 0000 0 0
001 1 0001 1 1
010 2 0010 2 2
011 3 0011 3 3
100 4 0100 4 4
101 5 0101 5 5
110 6 0110 6 6
111 7 0111 7 7
1000 8 8
1001 9 9
1010 A 10
1011 B 11
1100 C 12
1101 D 13
1110 E 14
1111 F 15
Exemplu de conversie:
01101101, = 01_101_101, = 155g
01101101, = 0110_1101, = 6Dy

Cu ajutorul acestor tabele conversia se efectueaza fara calcule aritmetice. Se fac
doar niste manipulari cu inscrierea sistematica a numarului. Deoarece tabelele contin
cate un set mic de cifre (8 si 16, respectiv), sunt usor de memorizat (la fel cum am
memorizat candva cifrele zecimale).

Nu numai pentru om este comoda reprezentarea numerelor binare in baze de
forma 2n. Procesoarele din familia 80x86 implementeaza un sir de instructiuni pentru
manipularea cifrelor binare (mai sus au fost expuse cele de baza). Cea mai mica unitate
de informatie pe care o poate prelucra intr-o instructiune un astfel de procesor este

octetul — opt biti consecutivi, care contin un numar binar de opt cifre. Un octet poate fi
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afisat la consola folosind exact doua cifre hexazecimale: 0110 1101 - 6D. Astfel,
pentru a obtine reprezentarea unui numar binar de k octeti in baza 16 (e valabil 2n),
se fac 2k conversii consecutive, separate. Deci algoritmul are complexitate liniara.
Conversia din baza 16 in 2 se face analogic.

Desigur, pot fi utilizate si alte reprezentari, cum ar fi cea zecimala, care ne este
mult mai familiard. Tnsd conversia in alte baze necesitd calcule aritmetice, ceea ce
consuma timp de executie a UCP. Conversia unui numar binar intr-o baza arbitrara cu
ajutorul operatiilor aritmetice se face prin Tmpartirea numarului la noua baza pana
numarul devine zero. Daca numarul are o lungime mai mare decat lungimea cuvantului
procesorului, la fiecare Tmpartire se efectueaza un numar de operatii direct
proportional cu lungimea numarului. Astfel de algoritm are o complexitate patratica.
Conversia in sens opus se efectueaza in mod analogic, fiind de aceeasi complexitate.

Indiferent de natura operatiilor efectuate cu numerele n sistemele de calcul
electronice, folosind proprietatile numerelor binare putem alcatui algoritmi optimi. De
multe ori, in conditii concrete, deosebirea intre alegerea algoritmului optim sau unuia

neoptim este echivalenta cu posibilitatea sau imposibilitatea realizarii sarcinii.
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I.4. Inele ale claselor de resturi dupa modulul 2» sau tipul INT in sistemele de calcul

Tn paragraful 1.1 am ar&tat ca in sistemele de calcul electronice moderne nu exista
numere autentice, dar exista clase de resturi dupa modulul 27, unde n este marimea
procesorului. La fel am aratat ca adunarea si inmultirea cuvintelor procesorului ca
numere naturale coincid cu adunarea si inmultirea claselor de resturi dupa modulul 22
Asadar multimea valorilor cuvantului unui procesor impreuna cu operatiile de
adunare si inmultire a cuvintelor formeaza inelul claselor de resturi dupa modulul 2n
(Zc, unde c = 2n). Legatura dintre numerele intregi intr-un sistem de clacul si clasele de
resturi dupa un modul ne permite sa operam cu structura algebrica cunoscuta de inel
al claselor de resturi pentru a studia proprietatile numerelor si a operatiilor UCP.

Direct din aceasta legatura rezulta urmatoarele aspecte:

1. atéat timp cat operanzii si rezultatul operatiei sunt mai mici decat modulul,
rezultatul obtinut este acelasi ca si pentru numere in matematici. In caz
contrar, rezultatul obtinut este un reprezentant al aceleiasi clase de resturi,
Tnsa mai mic ca modulul;

2. deoarece o clasa de resturi contine o infinitate de elemente, inclusiv numere
negative, unele clase de resturi reprezentate de valori pozitive pot fi
considerate negative.

Dupa cum stim, in calculator exista doar valori numere naturale, celelalte numere
fiind o imbinare ntre careva numere naturale si careva algoritmi. Daca privim
numerele ntregi dintr-un sistem de calcul cu UCP de marimea n ca clase de resturi
dupa modulul 2n, in baza proprietatilor claselor de resturi usor putem explica din
punct de vedere matematic operatiile cu numerele intregi si reprezentarea lor ca valori
numere naturale Tn memorie.

Egalitatea valorilor a doua cuvinte ale procesorului se identifica cu congruenta
dupa modul a numerelor intregi sau naturale corespunzatoare acestor valori. De
exemplu, pe un procesor de 8 biti, egalitatea 255 == -1 se explica prin congruenta
255 =-1(256), unde 256 = 28. Tn acest exemplu ambele cuvinte contin aceeasi
valoare 255, Tnsa sunt interpretate diferit: prima ca numar natural (255), iar a doua ca

numar intreg (-1).
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Pentru simplitate voi omite modulul Tn notatia congruentelor dupa modulul 2,
corespunzator marimii procesorului n.

Sa deducem regula de obtinere a opusului unui numar intreg:

-1 = 2"-1

Numerele sistematice de forma (b"-1)» sunt formate din n cifre cu valoarea (Ib-

1). Pentru b = 2, acest numar este format din n cifre de 1, adica pentru n cifre binare

avem: 2n-1 = ~0. Astfel -1 == ~0 pentru orice lungime a cuvantului procesorului.
Folosind aceasta proprietate si proprietatea negatiei ~a == ~0 — a, avem:
—-a=1-1-a=~0-a+1=-~a+ 1.
Am obtinut—a = ~a + 1.

Daca consideram o o cifra a unui numar destul de mare, in baza principiului
recursivitatii reprezentarii numerelor sistematice, relatia de mai sus poate fi folosita
pentru a obtine opusul unui numar oricat de mare.

Tn multe limbajele de programare procedurale existd mai multe tipuri de date
pentru numerele intregi si naturale, ele deosebindu-se doar prin marime. De exemplu,
in limbajul C++ exista tipuri de date pentru numere intregi si naturale de 8, 16, 32 si
64 de biti. In ordinea enumerata, tipurile de date pentru numerele intregi sunt:
signed char, short, long, |ong |Iong.

Din punct de vedere matematic, fiecare din aceste tipuri de date reprezinta cate
un inel al claselor de resturi dupd modulul 256, 65536, 4294967295, si
18446744073709551615, respectiv. Ceea ce Tnseamna ca variabilele de aceste tipuri
pot opera cu valori nu mai mari decat modulul corespunzator tipului variabilei.

Daca Tn unele limbaje nu sunt disponibile toate aceste tipuri de date, cele mai
multe limbaje procedurale au cel putin tipul | NT, care are marimea procesorului Si
reprezinta un cuvant al acestuia interpretat ca numar intreg. Astfel, pentru a opera cu
numere si mai mari decat cele disponibile intr-un limbaj sau altul, pot fi compusi
algoritmi care folosesc principiile de reprezentare a numerelor sistematice. In calitate
de cifre se pot considera grupari a cate n biti, astfel ca n sa nu fie mai mare decéat
jumatate din lungimea cuvantului procesorului, ca sa nu se piarda din valoare n
rezultatul efectuarii operatiilor aritmetice. De exemplu, fiecare octet poate fi

considerat ca cifra. Pentru UCP sunt cunoscute toate operatiile aritmetice pentru
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cifrele-octeti. Daca se cunosc operatiile aritmetice cu cifrele, aceste operatii pot fi
extinse si asupra numerelor sistematice care folosesc aceste cifre. Marimea numerelor

astfel obtinute poate fi una fixata/statica sau poate fi flexibila/dinamica.
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[.5. Notiunea de divizibilitate in Z. Teorema impartirii cu rest.

Notiunea de divizibilitate se defineste prin notiunea de inmultire. Tn sistemele de
calcul electronice, insa, pentru a verifica divizibilitatea numerelor se aplica un criteriu
de divizibilitate (de regulad Tn baza doi), iar in caz general se compara cu zero restul
impartirii. Deci la verificarea divizibilitatii a doua numere se utilizeaza operatia de
impartire, pe care UCP o efectueaza putin diferit pentru numerele intregi fata de
conventia matematica.

Pentru calcularea céatului si restului Tmpartirii, UCP executa o0 singura
instructiune, insa voi nota aceasta instructiune prin doua simboluri: ,,/” se va referi la
cat si simbolul ,,%” — la rest (in conformitate cu notatia din limbajul C).

Conform Teoremei Impartirii cu Rest, restul totdeauna este nenegativ:

a, b Z, b #0, !q Z, 'r N, r <|b]: a=qgxb +r

Pentru a respecta teorema suntem nevoiti sa avem doua reguli diferite pentru
impartire — una pentru numere naturale si una pentru numere intregi.

Impartirea numerelor naturale se considera definita:

a, b N, g=a/ b, r =a %b: q, r N.

Pe baza Tmpartirii numerelor naturale, se defineste impartirea numerelor intregi:
la| / |bl, r =|al %]|b|.
—(lal / [bl), r =1]al %]b].

Dacaa < 0 si b < 0,atunciq

Dacaa > 0 si b < 0,atunciq
Dacaa < 0 si b > 0,atunci avem doua cazuri:

—(lal / |b[), r =0;

—(lal / |b| +1), r =b —|al %|b|.

1: |a] %|b] =0 q
2. |a] %|bl #0 q

Tn celelalte cazuri a si b coincid cu numere naturale, la fel si operatia de impértire
asupra lor.

Regula de Tmpartire a numerelor intregi pare a fi complicata, insa garanteaza ca
restul niciodata nu e negativ. Unde ceva se castiga, altceva se pierde...

UCP la fel are doua instructiuni diferite pentru operatia de impartire — una pentru
numere naturale si alta pentru numere intregi — insa deosebirea ntre acestea este n
interpretarea valorii, nu in regula operatiei. lar regula e una, si anume: instructiunea

de impartirea a numerelor nenegative coincide cu impartirea numerelor naturale. Iar
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daca unul din operanzi este negativ, valoarea absoluta a catului si a restului se
calculeaza la fel ca si pentru numerele pozitive, iar semnele se aleg conform egalitatilor
de mai jos:

Fiea, b, q, r N: a = gxb + r.

a |/ b = q, a % b = r;
(-a) / (-b) = q, (-a) %(-b) = —r;
(-a) / b = -q, (-a) % b = -r;

a [ (-b) = -q, a %(-b) = r;

Tabelele de repartizare a semnelor pentru catul si restul impartirii UCP:

Catul Restul
b b
alb| + - a%h | + -
+ + — + + +
a a
— — + — — —

In baza celor expuse mai sus, se poate de formulat teorema mpértirii cu rest

pentru sistemele de calcul electronice:
a, b Z, b#0, !q, r Z |r|<|b], abg=0, ar=0: a= gxb + r.

Aceastd teorema ,permite” restului s fie negativ. Tnsd cazul cand restul este nul
coincide pentru ambele teoreme (a = gxb). Astfel notiunea de divizibilitate pentru
sistemele de calcul coincide cu cea matematica.

Pentru utilizarea Tn practica, instructiunea de Tmpartire a UCP este mai
convenabila decat operatia matematica de impartire. Cred ca anume din acest motiv

designer-ii microprocesoarelor au ales anume acest mod de efectuare a impartirii.
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CAPITOLUL II. APLICATII IN PROGRAMARE

II.1. Criterii de divizibilitate in baza 2

Tn scoald, dupd Tnsusirea notiunii de divizibilitate, se invatd unele criterii de
divizibilitate pentru unele numere mici. Aceste criterii se bazeaza pe inscrierea
sistematica a numerelor in baza zece (opereaza cu cifrele zecimale), deci pot fi aplicate
doar Tn aceasta baza. Ele sunt bune pentru oameni, care folosesc sistemul zecimal de
numeratie, insa sunt absolut inutile pentru calculatoarele binare.

Calculatoarele moderne (familia 80x86) folosesc sistemul binar de numeratie
pentru reprezentarea numerelor naturale si intregi in memorie, astfel pot folosi criterii
de divizibilitate a numerelor in baza doi si alte avantaje ale reprezentarii binare a
numerelor.

Pentru ce oamenii folosesc criterii de divizibilitate? Oare nu este mai simplu sa
impartim un numar la altul si sa aflam restul decat sa tinem minte atatea criterii? Nu.
Desigur cu ajutorul Tmpartirii putem verifica daca orice doua numere sunt divizibile,
insd pentru numere mari este mai greu de efectuat impartirea decat de aplicat un
criteriu (daca e posibil).

Analogica este situatia si in lumea calculatoarelor: dintre toate instructiunile
aritmetice (si nu numai) ale UCP din familia 80x86, impartirea se executa cel mai lent.
De aceea sunt binevenite unele criterii de divizibilitate Tn sistemul binar care permit

evitarea Tmpartirii.

a. Criteriul de divizibilitate cu 2:

Analogic cu criteriul de divizibilitate cu 10 Tn baza 10 este criteriul de
divizibilitate cu 2 in baza 2 (si pentru orice baza), adica ultima cifra trebuie sa fie 0.
Acest criteriu rezulta din reprezentarea numerelor sistematice. Ultimul bit al
numarului poate fi verificat astfel:

(a &1 ==0) sau (a 1 1 ==aq). 3)

Prima expresie verifica ultima cifra aplicAind masca 1 si este preferabila pentru
performantd. A doua expresie anuleaza ultima cifra a numarului a apoi compara

numarul obtinut cu a initial si daca sunt egale, ultima cifra e zero. Sa observam ca
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(a &1 == a %2) si(a 1 1 == [o/ 2] * 2 = a-a %2). Adica

egalitatea a doua din (3) este echivalenta cu prima.

b. Criteriul de divizibilitate cu 2k

Criteriul de divizibilitate cu 2 poate fi extins si pentru 2k foarte simplu, si anume:
urmatoarele expresii sunt criterii de divizibilitate cu 2k:

(a & (2%1) == 0)sau (a k k == 0q). (4)

Din Tnscrierea sistematica in baza 2 se observa usor ca:

(o & (2%1) == a %29 si(a Kk k == [a / 2 * 2%,

In mod natural apar urmatoarele ntrebari: avand un numar dat B, cum de
verificat daca B = 2%sicumde aflatk = | og,p fara a apela functia logaritm?

Sa comparam reprezentarea binara a numerelor = 25si 3 - 1:

2° = 00100000,
2°-1 = 00011111,.

Daca aplicam conjunctia bit cu bit, in rezultat obtinem: B & (B — 1) == 0.
Aceasta egalitate are loc numai pentru numerele de forma 3 = 2%, Tn baza egalitatii:

k-1 = 2K 4 2k2 4 ok3 4 4+ 2 4 1,

Dac& notam cu 0x2° termenii nuli din B = 2%, obtinem:

B & (B — 1) = (1x2k + 0x2%1 + 0x2%2 + 0x2%3 + | + Ox2 + Ox1) &

& (0x2K + 1x2K1 + 1x2K2 4+ 1x2%3 + |+ 1x2 + 1x1) =

= (180) x2+(0&1) x2X 1+(0&1) x2* 2+ .. +(0&1) x2 + (0&1) x1 = 0.

Pe fiecare pozitie se obtine conjunctia ( 1&0) . Daca 3 ar avea alta forma, neaparat
s-ar obtine pe careva pozitii si conjunctia ( 1&1), iar expresia de mai sus ar fi diferita
de 0.

Observam ca 0 == 2", pentru n lungimea cuvantului procesorului (sau marimea
Tn biti a tipului de date INT). De aceea0 & (0-1) = 0.Defapt0 & x = 0, x Z
Tnsa in contextul divizibilitatii acest caz trebuie examinat aparte.

Astfel am raspuns la prima intrebare:

B==2-B&(@-1 =0 (5)

Sa presupunem cd B = 2 si s& gasim un algoritm pentru calcularea k = | og.p

fara ajutorul functiei log.
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Calcularea k se reduce la determinarea pozitiei bitului 1 in numar, care poate fi

calculata cu ajutorul mastilor si a deplasarilor. Fie $b == 2% —numaérul cercetat.
$m = 1; /1 masca
$k = 0; // numaratorul pozi tiilor binare

while($b & $m == 0) {
$m = $m << 1; // trecem la urmatoarea pozitie
$k++; // incrementam pozitia

}

La sfarsitul ciclului while, $k contine valoarea cautatd. Observam ca pentru
$b == 0, se obtine un ciclu infinit. Acest caz trebuie prelucrat cu o conditie
suplimentara.

Algoritmul de mai sus poate fi scris si intr-o forma mai concisa:

for($k=-1; $b; $b>>=1, $k++); (6)

Aceasta forma modifica variabila initiala $b, ceea ce nu reprezinta o problema in
cazul cand codul de mai sus apare in corpul unei functii. In schimb se prelucreaza si
cazul $b == $k == -1, ceea ce este destul de convenabil. Apare Tnsa o alta
problema: pentru unica valoare $b == 2" pentru care $b == —$b, se obtine un
ciclu infinit. Numarul n este lungimea cuvantului procesorului. Problema consta in
faptul ca in PHP deplasarile sunt aritmetice si daca $b < 0, atunci ( $b VAL) < 0,
pentru orice numar de deplasari VAL. Cazul este unic si Tn general se prelucreaza cu
conditia suplimentara la inceput: i f( $b<0) $k = NR BIT_IN_INT; else ..

Tn practica de programare aceste criterii au o larga intrebuintare. De exemplu, al
doilea criteriu poate fi aplicat Tn programarea dinamica pentru extinderea dinamica a
memoriei alocate pentru o listd de elemente de lungime arbitrara. Tn urma unor
cercetari costisitoare ale Microsoft, s-a constatat ca pentru extinderea dinamica a
memoriei alocate pentru un obiect/tablou cAnd numarul de elemente creste liniar este
cel mai eficient de realocat 160% din memoria curent alocat pentru acest obiect. Astfel
bibliotecile standard din diferite medii de programare folosesc aceste rezultate pentru
dirijarea procesului de alocare dinamica de memorie folosind doua variabile diferite
asociate fiecarui obiect cu alocare dinamica de memorie pentru un numar arbitrar de

elemente: una pentru numarul de elemente si alta pentru capacitatea alocata. Cand
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numarul de elemente se apropie de capacitatea alocata, algoritmul mareste capacitatea
obiectului cu factorul 1,6.

Exista o solutie mai simpla pentru problema realocarii dinamice de memorie
pentru un numar arbitrar de elemente. S-ar putea de gasit un algoritm de calculare a
urmatoarei valori a capacitatii in functie de numarul de elemente, fara necesitatea de a
pastra o variabila destinata monitorizarii capacitatii. Algoritmul trebuie sa fie foarte
simplu si rapid. Pentru simplitate, in calitate de factor se ia numarul 2, care este
aproximativ egal cu 1,6. Astfel capacitatea obiectului totdeauna reprezinta o putere a
lui2 (0,1, 2,4,8, 16, ...) silafiecare realocare de memorie capacitatea pur si simplu se
dubleaza. Ramane de verificat cand este nevoie de marit capacitate. Aici vin Tn ajutor
algoritmii descrisi la criteriul de divizibilitate cu 2k. Daca numarul de elemente n creste
cu o unitate la fiecare pas, n va trece prin toate valorile de forma 2k, consecutiv. Cand
n = 2k (se depisteaza cu ajutorul (5)), capacitatea se dubleaza (2xn) si problema este
rezolvatd simplu si eficient. Daca numarul de elemente creste cu un pas s > 1, dar
constant, realocarea se poate face pentru numerele de forma sx2k si in acest caz
problema se rezolva simplu. Daca numarul de elemente creste cu un pas arbitrar,
stiind numarul vechi de elemente si numarul nou de elemente pentru care se cere
memorie, cu ajutorul algoritmului (6) se depisteaza capacitatile corespunzatoare
fiecarui numar de elemente si daca difera, se face realocarea de memorie.

Criteriile de divizibilitate in baza 2k pot fi aplicate cu succes la solutionarea

eficienta si a multor altor probleme des intalnite in practica de programare.
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I[1.2. Cel mai mare divizor comun si cel mai mic multiplu comun a doua numere intregi.

Dupa cum am constatat in capitolul precedent, notiunea de divizibilitate pentru
sistemele de calcul coincide cu cea matematica, ceea ce ne indreptateste sa aplicam
Algoritmul lui Euclid la determinarea celui mai mare divizor comun (CMMDC) a doua
sau mai multe numere intregi pe calculator.

Daca se cunoaste CMMDC a doua numere, usor se poate calcula si cel mai mic
multiplu comun (CMMMC) al acestor numere. Voi nota CMMDC al numerelor a si 8
prin (a, B), iar CMMMC - [q, B]. latd o formula simpla pentru calcularea CMMMC a doua
numere, daca se cunoaste CMMDC al lor:[a, B] = (axB) / (o, B).

Tn acest paragraf vom analiza comparativ cativa algoritmi pentru determinarea
CMMDC a doua numere intregi. Fiecare algoritm va fi prezentat in cate o functiel! PHP.
Toti algoritmii au fost testati la consumul de timp pe un server Apache, cu UCP de
marca Intel Pentium D 3.00GHz, sistem de operare pe 32 biti. La testare s-a aplicat
algoritmul testa de 100, de 1000, apoi de 10000 ori pe aceleasi perechi de numere.
Evident, timpul de executie nu depinde de numarul de repetari ale algoritmului, dar
pentru a diminua influenta altor factori care ar putea influenta rezultatele testului, am

ales anume aceasta schema.

1) Algoritmul Greedy - iterativ:
function di vCon( $a, $b)

{
$r = 1,
if($a < $b) $nmin = $a; else $mn = $b;
for($i =$m n; $i >1; $i--)
iIT(($a%i ==0) && ($b%i ==0) && ($r9%Bi!=0)) $r *= $i;
return $r;
}

Acest algoritm este diferit de algoritmul lui Euclid. Algoritmul foloseste structura
aritmetica a numerelor naturale in baza teoremei de baza a aritmeticii.
Variabila $r acumuleaza divizorii comuni ai $a si $b. Divizorii comuni sunt

cautati printre toate numerele naturale mai mici sau egale decat $a si $b. Conditia

11 O functie Intr-un limbaj de programare este un subprogram care efectueaza ceva (calcule sau alte instructiuni)
si poate returna o valoare, deci este un algoritm care poate fi parte componenta a altui algoritm de un nivel mai
mic de granulare. Textul prezent foloseste in multe locuri termenul de ,algoritm” cu referire la o functie.
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$r % $i # O filtreaza divizorii care deja se contin Tn $r. Aceasta conditie necesita ca
numerele sa fie parcurse in ordine inversa, pentru a obtine Tn $r cei mai mari divizori.

Algoritmul se numeste ,,Greedy”, deoarece cauta divizorii intr-un set de numere Si
astfel consuma mult timp de executie. Acest algoritm are doua mari neajunsuri:

1. Parcurge toate numerele de la min($a, $b) panala 2;

2. Cauta divizorii incepand cu numerele mai mari.

Evident ca este suficient de cautat divizorii comuni doar printre numerele prime
si de verificat la ce putere acestea sunt divizori comuni.

O optimizare ar fi cautarea divizorilor comuni Thcepand cu numerele mai mici.
Daca $mi n este un numar compus, atunci primul divizor comun se afla pe o pozitie nu
mai mare ca radacina din $m n. Deci divizorii comuni ai $a si $b n caz general sunt
mai aproape de inceputul liste de numere parcurse.

Ambele optimizari ar fi posibile dacd am avea o lista de numere prime suficient de
mare. Tnsa nu e garantat c algoritmul se va executa mai rapid, in special in limbaje de
programare de tipul PHP, deoarece timpul de acces la lista de numere prime poate fi
destul de mare ca sa nu obtinem nici un castig de timp.

O optimizare semnificativd ar fi sa utilizam Algoritmul lui Euclid de aflare a
CMMDC a doua numere. Esenta Algoritmului lui Euclid este relatia (a, b) = (b, r ), unde
r = a %bsir < b.1In caz general numarul a poate fi mai mic decat b, insi aceasta
doar mai adauga un pas la procedeu.

E suficient sa descriem algoritmul pentru numere nenegative, iar pentru cele
negative se aplica acelasi algoritm asupra valorilor absolute ale numerelor.

Pot fi compuse functii de cateva feluri: din punctul de vedere al structurii functiei,
putem folosi algoritmi recursivi sau iterativi, iar din punctul de vedere al operatiilor
utilizate putem folosi algoritmi multiplicativi sau aditivi. Astfel avem patru cazuri

posibile:
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2) Algoritmul iterativ-multiplicativ
function di vCon( $a, $b)

while($b) {

$r = $a % $b;
$a = $b;
$b = $r;

}

return $a;

Functia iterativ-multiplicativa repeta intocmai modelul matematic al Algoritmului
lui Euclid. Dintre toate functiile prezentate in paragraful curent aceasta este cea mai
optima din toate punctele de vedere (viteza, consum de memorie si valorile acceptate).
Numarul de instructiuni este minim. Rezultatele testelor de viteza sunt prezentate
intr-un tabel mai jos. Consumul de memorie se reduce doar la trei variabile de tip | NT
($a, $b si $r). Avand in vedere modul de efectuare a instructiunii de impartire de
catre UCP, aceasta functie accepta ca valori orice pereche de numere intregi.

O mica optimizare poate fi obtinuta cu excluderea primului pas al iteratiei in cazul
$a < $b, prin schimbul cu locul al acestor doua variabile:

if($a < $b) { $r = $a; $a = $b; $b = $r; }
Tnsa castigul de timp este doar diferenta dintre o operatia de impartire si una de

atribuire, ceea ce Tn general este nesemnificativ.

3) Algoritmul recursiv-multiplicativ:
function di vCon($a, $b)

if($b == 0) return $a;
return di vCom ($b, $a % $b);

Functiile recursive in general se deosebesc prin eleganta si simplitate (de multe
ori aparentd). Multi autori de manuale nu recomanda utilizarea functiilor recursive
decat in cazuri exceptionale, deoarece greselile si erorile legate de acestea sunt adesea
depistate foarte greu.

Problema Tnsa mai are si alt aspect — consumul resurselor calculatorului,
memorie si timp. Fiecare apel recursiv al functiei aloca memorie pentru inca un set de

variabile folosite de catre aceasta si memorie pentru adresa de revenire a indicatorului
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de instructiuni’? la adresa precedenta. PHP este un limbaj de tip interpretor si, spre
deosebire de limbajele de tip compilator, fiecare apel de functie consuma mai multe
resurse si fiecare declaratie de variabila consuma extra-memorie. Din acest punct de

vedere, functia recursiv-multiplicativa raméane cu un pas in urma fata de sora iterativa.

4) Algoritmul iterativ-aditiv($a > 0 && $b > 0)
function di vCon( $a, $b)

while($a ! = $b)
if($a>$b) $a=$a- $b;
else $b=3%b- $a;
return $a;

La prima vedere s-ar parea ca aceasta functie trebuie sa fie mai rapida decat
echivalentul multiplicativ, deoarece operatia de scadere necesitd mai putine cicluri ale
UCP. Aparenta insa este falsa. Aceasta o0 demonstreaza si rezultatele testarilor
efectuate. Cauza este numarul mare de operatii efectuate. In anumite cazuri, in loc de o
impartire se efectueaza cateva mii (milioane, miliarde...) de operatii de scadere,
comparatie si salt conditionat. Totusi pentru numere de ordinul miilor functia este mai
rapida decét cea recursiv-multiplicativa, ceea ce demonstreaza inca o data ineficienta
recursiei in PHP.

Un alt punct slab al acestei functii este domeniul valorilor admisibile (DVA). Usor
se observa ca pentru $a < 0 sau $b < 0 algoritmul reprezinta o iteratie infinita, deci
numerele negative se exclud din DVA. Aceasta problema se rezolva usor cu ajutorul
urmatoarelor instructiuni plasate la inceputul functiei:

$a = abs(%a); $b = abs($b);

Tns& perechile de numere ce contin un singur 0 rdman Tn afara DVA. Ele pot fi
adaugate la DVA prin secventa: if(! $a ~ ! $b) return 1;

Functia iterativ-aditiva este o buna alternativa pentru cea recursiv-multiplicativa
in cazul cand din anumite motive nu putem folosi instructiunea de impartire asupra

valorilor date.

12Tn limbajele de tip compilator, indicatorul de instructiuni este un registru al UCP (IP = Instruction Pointer),
care indica adresa de memorie a instructiunii curente si care auto-avanseaza pe masura ce se executa
instructiunile din segmentul de cod (CS). Un apel de functie se efectueaza printr-un salt al IP la adresa functiei si
apoi revenirea IP la adresa precedenta.
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5) Algoritmul recursiv-aditiv($a > 0 && $b > 0)

function di vCon( $a, $b)

{
if($a > $b) return divCon($a - $b, $b);
if($a < $b) return divCom($a, $b - $a);
return $a;

}

Aceasta functie mosteneste toate dezavantajele surorilor recursiv-multiplicativa

si iterativ aditiva. Totusi pot fi gasite doua avantaje si pentru aceasta functie:

Pentru valorile nepozitive, functia nu intra intr-un ciclu infinit, deoarece fiind

recursie, umple repede memoria operativa disponibila si se opreste executia cu o

eroare, care daca nu e fatald (in alte limbaje), poate fi prelucrati de functia apelanta. Tn

orice caz, utilizatorul nu va fi nevoit sa astepte rezultatul, spre deosebire de functia

iterativ-aditiva.

Un alt avantaj este forma grafica frumoasa a codului functiei, astfel ca se

memorizeaza usor ©.

Rezultatele testarilor algoritmilor de aflare a CMMDC a doua numere:

(Numerele testate: 15657, 88638)

. Repetari 100 1000 10000
Algoritmul
Greedy — iterativ 0. 330 3. 340 34.100
recursiv-aditiv 0. 0035 0. 036 0. 362
recursiv-multiplicativ 0.001 0.011 0.104
iterativ-aditiv 0. 0007 0. 0065 0. 066
iterativ-multiplicativ 0. 0004 0. 0035 0.033

6) Algoritmul CMMMC:

Cu ajutorul uneia din functiile analizate mai sus, putem scrie functia pentru

aflarea celui mai mic multiplu comun a doua numere:

function nul Con( $a, $b)
{

return (int)( $a*$b / divCon($a, $b) );

}
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Evident (o, B,¥) = ((a, B), y) si [a, B, Y] = [[a, B], Y]. Aceste proprietati rezulta din
reprezentarea in forma canonica a CMMDC si a CMMMC a trei numere si pot fi aplicate
la o cantitate oricat de mare de numere. Functiile pentru calcularea CMMDC si a
CMMMC a unei liste arbitrare de numere sunt prezentate in anexe. Ambele functii au la

baza algoritmul de aflare a CMMDC a doua numere.
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I[1.3. Forma canonica a numerelor naturale (N).

De multe ori reprezentarea in forma canonica a numerelor naturale usureaza cu
mult rezolvarea unor probleme aritmetice. Procesul de obtinere a acestei reprezentari
se numeste factorizarea numdarului. Acest proces este destul de complicat din punct de
vedere computational si necesita determinarea primalitatii unor numere — problema
mai simpla, dar totusi si ea de un nivel inalt de dificultate. Exista mai multi algoritmi de
determinare a primalitatii. Unii sunt deterministi, iar altii probabilistici. Algoritmii
deterministi ca regula necesitda mai mult timp de lucru, insa dau un raspuns exact:
numarul dat n este prim sau compus. Algoritmii probabilistici, pe de alta parte,
consuma mai putin timp de executie si pentru unele numere determina cu exactitate ca
sunt compuse, iar celelalte raman ca posibil prime. Probabilitatea primalitatii poate fi
masurata, iar cu un numar ales de iteratii poate fi obtinuta o probabilitate arbitrar de
mica.

In cadrul aplicatiei web dezvoltate, folosesc un algoritm determinist de
factorizare a numerelor intregi mici (pana la marimea unui numar intreg pe 32/64
biti). Algoritmul este determinist, pentru ca se bazeaza pe un algoritm determinist de
testare a primalitatii numerelor. La factorizare se parcurge o lista de numere prime
cunoscute si se verifica daca numarul cercetat se imparte la acestea si de cate ori. Lista
se extinde automat dupa necesitate. Pentru extinderea listei de numere prime se
foloseste un algoritm bazat la fel pe lista cunoscuta de numere prime.

Sunt multi algoritmi mai sofisticati de determinare a primalitdtii numerelor
intregi, insa pentru scopul aplicatie, algoritmii descrisi sunt suficienti.

Astfel, in cadrul aplicatie poate fi obtinuta reprezentarea in forma canonica a
oricarui numar intreg de marimea procesorului si invers — din forma canonica a

numarului se poate de obtinut insusi numarul.
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[1.4.Descrierea aplicatiei PHP

Aplicatia are doua parti mari:
a. bibliotecile de functii si clase scrise in limbajul PHP;
b. aplicatia web care foloseste aceste biblioteci prin functii API.

A doua parte este strans dependenta de prima. lar prima a fost creata integral in
baza conceptiilor descrise in aceasta lucrare.

Elementele cheie ale bibliotecilor PHP sunt urmatoarele:

1. Clasa PkInts (Packed Integers):

Instantelel3 acestei clase sunt niste containere de numere ntregi pastrate Tn
forma binara intr-un sir ,continuu” de octeti. Fiecare numar intreg se reprezinta pe 1,
2, 4 sau 8 octeti, dupa necesitate. Clasa introduce metode pentru accesare numerelor
in diferite feluri (ca numere intregi sau naturale) si a fiecarui octet in parte, metode
pentru manipularea listei de numere: scrierea/citirea listei in/din fisier, selectarea
unei submultimi de numere, sortarea listei, cautarea unui element, atasarea Si
eliminarea unui element, deplasarea cu un numar de biti a listei, proprietati de
accesare secventialg, s.a.

Tn PHP sunt destule instrumente pentru lucrul cu listele, in baza tipului de date
array, Insa au un minus semnificativ: pentru fiecare element al listei se aloca
extra-spatiu de memorie (~60 octeti), deoarece lista poate contine elemente de orice
tip in mod arbitrar. Astfel numarul de elemente pe care le poate contine un array in
PHP este destul de mic (de ordinul miilor, in functie de memoria disponibild). Clasa
Pkl nt s se specializeaza pe liste de numere intregi, astfel poate prelucra liste de pana
la cateva milioane elemente (limita Tn functie de timpul de executie, nu de memoria
disponibild). Un dezavantaj al clasei este timpul de acces al elementelor. Tnsd acest
dezavantaj este compensat de timpul de scriere/citire in fisier, care poate fi ignorat
(108 numere de 64biti ocupa un sir de 8Mo, care se scrie/citeste fara transformari

in/din fisier).

13 0 instanta a clasei este un obiect al clasei respective, reprezentat de un sau mai multe (sau nici una) variabile
de tipul clasei.
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2. ClasaPrims:

Clasa Pri ns este un Singleton Foloseste clasa Pkl nts pentru a prelucra si a
pastra pe server o lista de numere prime, care la necesitate se folosesc in unele metode
ale clasei Prinms (si nu mai). Folosind metodele Pri ns, lista de numere prime se
extinde Tn mod automat dupa necesitate, calculandu-se numere prime din ce Th ce mai
mari. Incarcarea in memorie a listei la executia aplicatiei nu se observé, chiar daca lista
este foarte mare (dupa masurile PHP).

La momentul de fatd, lista contine 270000 numere prime, ultimul prim fiind
3800201 (al 270000-lea). Aceasta este mai mult decat suficient pentru testul de
primalitate a numerelor intregi reprezentate pe 32 biti in baza listei de numere prime.
Si aceasta nu e limita! Lista poate fi extinsa printr-o comand& API la server. Tn 30 de

secunde (timpul oferit de serverul gazda actual http://duzun.teologie.net/), la lista se

pot adauga in jur de 10000 numere prime noi.

De asemenea clasa contine metode pentru determinarea CMMDC si a CMMMC a
unei liste arbitrare de numere intregi, testarea primalitatii unui numar intreg dat,
gasirea celui mai apropiat prim mai mare sau mai mic decat numarul dat (se foloseste
cautarea prin metoda Tnjumatatirii de complexitate O(log n), oferita de clasa Pkl nt s),
descompunerea numarului in forma canonica, s.a.

3. Clasa LongNum (Long Numbers):

Este o extindere a clasei Pkints care introduce metode pentru efectuarea
operatiilor aritmetice cu numere intregi de lungime arbitrarda (multi-precizie) fara
pierderea valorii (ca in cazul numerelor de lungime fixatd). Clasa garanteaza ca
lungimea numerelor se modifica in functie de valoarea continuta astfel ca rezultatul
operatiilor aritmetice sa coincida cu valoarea matematica (nu a claselor de resturi
dupa modulul 2n).

Clasa la fel introduce metode de citire si scriere a numerelor sistematice
reprezentate n orice baza de la 2 pana la 36 (se poate de extins). In calitate de cifre se
folosesc cifrele zecimale si literele alfabetului englez. Cel mai mult timp de executie se

consuma la convertirea numerelor (reprezentate binar Tn memorie) intr-o baza

14 Clase care pot avea o singura instanta.
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arbitrara, diferita de 2k. Operatiile aritmetice, insa, se efectueaza foarte rapid. Fiind o
extensie a clasei Pkl nt s, numerele reprezentate binar pot fi pastrate in fisiere. Astfel
practic nu se pierde timp pentru convertirea din reprezentarea sistematica in cea
binara. lar daca baza este de forma 2k, clasa foloseste algoritmi optimi de convertire

in/din baza respectiva, facand uz de principiile descrise in lucrare de fata.

In afara de aceste clase, biblioteca mai contine si alte functii PHP pentru operarea
cu numerele Tntregi. De asemenea sunt functii JavaScript (JS) care fac uz de tehnologia
AJAX (folosita si de Google) pentru comunicarea dinamica dintre server si browser.
Functiile JS folosesc interfata API a bibliotecii pentru a comanda cu operatiile care se
executa pe server.

Insasi aplicatia constd din module independente care folosesc biblioteca pentru
operatii cu numerele. Modulele pot fi adaugate sau eliminate fara a defecta
functionarea aplicatiei In intregime.

Codul bibliotecilor folosesc instrumentele si posibilitatile oferite de POO15, astfel
fiind comode in utilizare de catre programatori. lata, de exemplu, cum se efectueaza
adunarea unui numar intreg $i la o instanta a clasei LongNum — $o, cu ajutorul
proprietatilor de accesare secventiala ale clasei Pkl nt s:

function add_int_i (%0, $i) {
$carry = 0; // transportul initial |ipseste
$o->current = add_carry($o->reset, $i, $carry);
$g = ($i & INT_SIGN) ? -1 : O;
$v = $0->next;
while($v ! == false & & (($carry » $g) & 1)) {

$o->current = add_carry($v, $g, $carry);

$v = $ o->next;
} return $carry;

}

Proprietatile reset, current si next sunt mostenite de la Pklnts, si sunt

folosite pentru parcurgerea listei. Alte variabile contor nu se utilizeaza.

15 Programarea Orientata pe Obiecte
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CONCLUZII

Nu putem nega faptul ca in zilele noaste calculatoarele au o influenta foarte mare
asupra tuturor aspectelor vietii noastre. Calculatoarele au schimbat modul nostru de a
percepe realitatea si de a interactiona cu realitatea Si cu oamenii din jur. Aceasta se
simte in mod accentuat in ultimele 2-3 decenii. Cercetarea si dezvoltarea de mai
departe a matematicii si a stiintei in general este in stransa legatura cu dezvoltarea
sistemelor de calcul. Pana nu demult capacitatea calculatoarelor personale (memoria
si viteza de operare) se dubla in fiecare 1-2 ani. Acum insa se observa o crestere mai
lenta Tn ceea ce priveste viteza de operare a calculatoarelor, deoarece s-a atins limita
fizica a capacitatii circuitelor integrate. Pentru Tmbunatatirea performantelor
calculatorului se merge pe alte cai. O cale este marirea numarului de procesoare (UCP
cu 2, 4 sau 8 nuclee) ale unui calculator, iar alta este folosirea mai multor calculatoare
interconectate intr-o retea foarte rapida numita cluster, astfel ca toate sa lucreze
pentru solutionarea aceleiasi probleme. Aceste cai, Thsa, necesita soft mai sofisticat
care sa foloseasca avantajele interconectarii mai multor procesoare/nuclee.

O alta cale de dezvoltare este folosirea algoritmilor cat mai optimi pentru fiecare
problema in parte. Aceasta cale este actuala incepand cu aparitia sistemelor de calcul si
pana in zilele noastre. Tnsd pentru a crea si a folosi cu succes algoritmi optimi este
nevoie de cunostinte matematice si de intelegerea implementarii notiuni de numar in
sistemul de calcul dat (sistemul de calcul si se numeste ,de calcul”, pentru ca opereaza
cu numere). O piedica in intelegerea modului de operare a calculatorului electronic
este faptul ca nu suntem obisnuiti cu sistemul binar de numeratie si cunoastem prea
putine proprietati ale numerelor si operatiilor binare.

n lucrarea de fata am incercat sa analizez principiile de baza de implementare a
teoriei divizibilitatii in sistemele de calcul din familia 80x86. De asemenea am descris
unele principii si metode computationale care permit extinderea notiunii de numar in
sistemele de calcul. AplicAnd aceste principii si metode am reusit sa creez o structura
programatica de numar intreg de lungime variabila, n functie de valoarea continuta.
Ca dovada a succesului conceptiilor descrise serveste aplicatia web despre care s-a

vorbit mai sus. Fara aceste notiuni ar fi imposibil de realizat aplicatia data in forma in
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care este, considerand limitele de memorie si de timp de executie ale aplicatiilor PHP
(—=128Mb RAM, 30-60sec).

Bibliotecile PHP ale aplicatiei pot fi extinse, la fel ca si aplicatia in intregime. Clasa
Pkl nt s poate fi extinsa intr-o clasa care ar reprezenta polinoamele peste inelul
numerelor intregi. Clasa Pri ns poate fi completatd cu metode pentru rezolvarea
congruentelor si mai apoi pentru rezolvarea ecuatiilor liniare cu doua necunoscute cu
ajutorul congruentelor. Lista de numere prime poate fi utilizata si in alte aplicatii web
chiar de pe alte servere-gazda, prin intermediul interfetei API, astfel oferind un
serviciu web de nivel aplicatie. Tn acest fel poate fi utilizati toata biblioteca pentru
crearea de noi aplicatii.

Aplicatia bibliotecilor, cat si a teoriei divizibilitatii in sistemele de calcul este
largd, iar aici este descrisa doar o mica parte a posibilitatilor. Tnsd prima conditie este

studierea si intelegerea in esentd a fiecarei notiuni in domeniul in care se utilizeaza.
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ANEXA

CMMDC si CMMMC a unei liste arbitrare de numere intregi

/*! Cel mai mare divizor comun.
* Sintaxa: CWDC(m xed $arr[, mxed $arrl[, nmixed $arr2...]])
*/
function CMVDC( $arr)
{
if(is_array($arr)) {
[/l daca toate sunt pozitive si exista 1,
/1 nu se vor mai parcurge celelalte elenente
sort($arr, SORT_NUMERI C);
$r = array_pop(S$arr);
foreach($arr as &$v) {
iIf($r == 1 || $r == -1) break;
$r = di vConm( $r, CWVDC($V));
}

$arr = $r;
}
i1f( func_num_args()==1) return $arr;
for($i=1; $i < func_num_args(); $i++) {
if($arr == 1 || $arr == -1) break
$v = func_get _arg($i);
$arr = divCon($arr, CMVDC($V));
}

return $arr;
}

/[*! Cel mai mc multiplu comun.
* Sintaxa: CMWC(mi xed $arr[, mxed $arrl[, mixed $arr2...]])
*/

function CMVWC( $arr)

{
if(is_array($arr)) {
$r = array_pop($arr);
foreach($arr as &$v) $r = nul Com($r, CMWMC($V));
$arr = $r;
}

i1f( func_num_args() ==1) return $arr;
for($i =1; $i < func_num args(); $i++) {
$v = func_get_arg($i);
$arr = nmul Con($arr, CMWMC($v));
}

return $arr;
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